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Wykład 10B. 2D element ramy

Metoda elementów skończonych
(MES1)
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Przykłady konstrukcji ramowych

Konstrukcja motolotni Łoże silnika

Rama roweruKonstrukcja ramowa hali
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2D element ramy w układzie lokalnym – lokalna macierz sztywności

 
1 1

1 1e
e

EA
k

l

 
  

 

 
2 2

3

2 2

6 3 6 3

3 2 32

6 3 6 3

3 3 2

e e

e e e e

e
e ee

e e e e

l l

l l l lEI
k

l ll

l l l l

 
 


 
   
 

  

 

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2

0 0 0 0

12 6 12 6
0 0

6 4 6 2
0 0

0 0 0 0

12 6 12 6
0 0

6 2 6 4
0 0

e e

e e e e

e e e e

e

e e

e e e e

e e e e

EA EA

l l

EI EI EI EI

l l l l

EI EI EI EI

l l l l
k

EA EA

l l

EI EI EI EI

l l l l

EI EI EI EI

l l l l

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

   
 
 

 
 
  

x

y

q
1

q
4

v
1

v2

u
2

u
1

le

q
2

1

2

5
q

q
3

6
q

q
1

q
2

q
3

q
4

q
5

q
6

{q} =
e

v

2

2

u

e
{q  } =

v

u
2

1

1

1

g

q
1

q
4

e

q
2 5

q

q
3 6

q

1 2

a)

b)



4

x

y

q
1

q
4

v
1

v2

u
2

u
1

le

q
2

1

2

5
q

q
3

6
q

q
1

q
2

q
3

q
4

q
5

q
6

{q} =
e

v

2

2

u

e
{q  } =

v

u
2

1

1

1

g

q
1

q
4

e

q
2 5

q

q
3 6

q

1 2

a)

b)
Lokalny wektor parametrów węzłowych:

Globalny wektor parametrów węzłowych:

2D element ramy w układzie globalnym – parametry węzłowe lokalne i globalne
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𝑢1

𝑣1
𝑞2 𝑞1

𝑞1 = 𝑢1 · 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑣1 · 𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐 · 𝑢1 + 𝑠 · 𝑣1

𝑞2 = −𝑢1 · 𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑣1 · 𝑐𝑜𝑠𝛼 = −𝑠 · 𝑢1 + 𝑐 · 𝑣1

1

(𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ; 𝑠 = 𝑠𝑖𝑛𝛼)

1′

Transformacja stopni swobody z układu globalnego do lokalnego
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Lokalny wektor 
parametrów 
węzłowych:

Globalny wektor 
parametrów 
węzłowych:
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Macierz transformacji:

2D element ramy w układzie globalnym – macierz transformacji

𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝛼
𝑠 = 𝑠𝑖𝑛𝛼
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Lokalny wektor 
parametrów 
węzłowych:

Globalny wektor 
parametrów 
węzłowych:

Energia sprężysta elementu:
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Macierz sztywności elementu:

2D element ramy w układzie globalnym
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Globalna macierz sztywności elementu 2D ramy
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